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 Introduction  مقدمه

در اين فصل قصد داريم به بررسي رويدادها در فضاي برداري مختلطي بپردازيم كه نـسبت بـه مـسئله                    
يعت سيستم فيزيكي مورد مـشاهده مـا تعيـين          مورد بررسي كاملاً انعطاف داشته و ابعاد آن برحسب طب         

) مثل مكان و اندازه حركـت ذرة آزاد (اي سر و كار داريم  بطور مثال در حالتيكه با طيف پيوسته    . گردد  مي
اي افزايش يافته و فضاي برداري متناظر با سيستم مـورد بررسـي نيـز           تعداد حالات ممكن بطور فزاينده    

هيلبرت نخستين رياضيداني اسـت كـه فـضاهاي    (شود  يده مي نام(Hilbert Space)فضاي هيلبرت 
  ). نهايت را بررسي نمود برداري، با بعد بي

باشـند، آشـنا      قصد داريم شما را با نمادهاي ديراك كه بردارهاي حالت اين فضاي برداري مخـتلط مـي                
 روش از جامعيـت و      نموده و در ادامه اين واقعيت را تفهيم نمائيم كه قضايا و روابط بدست آمده در ايـن                 

اي نيـز مـستقل    نظيري برخوردار بوده و ضمناً از هـر نـوع نمـايش بـه خـدمت گرفتـه شـده          سادگي بي 
  .باشند مي

عصر خود در ابتدا متوجه زمختـي و دشـواري رياضـيات بـه خـدمت                  ديراك بمانند همة تأثيرگذاران هم    
از همه درصدد برآمـد تـا بـا اتخـاذ           گرفته شده توسط هايزنبرگ و ديگر همكاران او گرديده بود و پيش             

اي نـو و دقيـق، ضـمن برطـرف نمـودن مـشكلات و ناسـازگاريها، راه را بـراي درك ويژگيهـا و                           شيوه
وي به علت آشنايي و تسلط بـر جبـر          . زيباييهاي موجود در مكانيك كوانتومي تا حد ممكن هموار نمايد         

هي توانست مطالب اين مكانيـك جديـد و   غيرجابجايي و همينطور حساب ماتريسها، در مدت زمان كوتا     
و بـسيار   ) سـاده و مختـصر    (اي نو و بـا بيـاني سـاختاري و نمـادين               رياضيات بكار رفته در آنرا، به شيوه      

ايـن شـيوة    . طور كارهاي انجام شده توسط متـأخرين، ارائـه نمايـد            تر از خود هايزنبرگ و همين       منسجم
كانيك كوانتومي را آشكارا در معـرض ديـد همگـان قـرار             نمادين، آنچنان ساده و جامع زواياي پنهان م       

  .شود دهد كه حتي امروزه نيز هر فردي در مواجهه با قابليتهاي گستردة آن دچار بهت و حيرت مي مي
  
 Ket Space  فضاي كت )  8-1

  را توسـط يـك بـردار حالـت         ) يعنـي يـك حالـت واقعـي       (در مكانيك كوانتومي، يـك حالـت فيزيكـي          
(state vector)     ــي ــايش م ــتلط نم ــرداري مخ ــضاي ب ــك ف ــد در ي ــراك  . دهن ــت از دي   در تبعي

(Paul. A. M. Dirac)  ت α| حالـت ناميـده و آنـرا بـا نمـاد      (Ket) ما اين بردار را كـ  نمـايش  <
 در برگيرنـدة  (state ket)بعنوان يك اصل موضوع فرض بر اين است كه ايـن كـت حالـت    . دهيم مي
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باشد؛ درواقع هر آنچه از سيستم كه مـا مجـاز بـه               اطلاعات مرتبط با آن حالت فيزيكي مي      ) لك(تمامي  
  .پرسش پيرامون آن باشيم، در داخل كت در برگرفته شده است

  توانند با يكديگر جمع شوند، بصورتيكه هر دو كت حالتي مي
)8-1-1 (  | |   |α β γ> + > = >  

|كه البته جمع ايندو يعني       γ α|اگر كت   . باشد   خود كت ديگري مي    <  را در يك عدد مختلط بمانند       <
c         ضرب نمائيم، حاصل ضرب بدست آمده، يعني |c α  cعـدد مخـتلط     . باشـد    نيز خود يك كت مي     <

  يندو حالت از لحاظ مفهومي اختلافي ندارند، تواند در سمت چپ و يا در سمت راست قرار گيرد و ا مي
)8-1-2 (  |   |c cα α> = >  

  .نامند  مي(null ket)باشد، كت حاصله را كت صفر   برابر با صفر ميcدر حالت خاصي كه 
α|يكي ديگر از اصول موضوعة مكانيك كوانتـومي آن اسـت كـه كتهـاي                 ) و   < 0)   |  >c c α≠ 

به بيان ديگر، در فضاي برداري مخـتلط مـورد نظـر مـا              . گذارند  حالت فيزيكي يكساني را به نمايش مي      
  .باشد  است كه از اهميت مفهومي برخوردار مي(direction)تنها اين راستا 

  
 Operators  عملگرها 

تواند از طريـق يـك        كت، مي هاي اندازه حر    ، همانند هر يك از مؤلفه     (observable)پذير    يك مشاهده 
بطـور كلـي   .  در فضاي برداري مسئله مورد بررسي ما نمايش داده شـود           Aبمانند   (operator)عملگر  

  تواند از سمت چپ بر يك كت عمل نمايد به نحويكه يك عملگر تنها مي
)8-1-3 (  (| )  |A Aα α> = >  

A|در حالت كلي     α ة يك ثابت در يك كت نبوده و اين متفاوت از ضرب اعداد در كتها               ، ضرب ساد  <
  .باشد مي

 بـر روي كـت حالـت كلـي          Aتوجه داشته باشيد كه در حالت كلي نتيجة بدست آمده از عمـل عملگـر                
|α η|، كت ديگري بمانند <   تر آنكه باشد، به بيان دقيق  مي<

)8-1-4 (  |   |A α η> = >  
اي بـراي مـا برخـوردار       اما هميشه كتهاي حالت خاصي وجود دارند كه از سادگي و البتـه اهميـت ويـژه                

ايست كـه خـود كـت اوليـه           باشند، به نحويكه نتيجة عمل عملگر بر روي اين كتهاي خاص به گونه              مي
  ني اينكهنمايد، يع را مجدداً توليد مي) نظر از يك ضريب صرف(
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  |   |A a a a′ ′ ′> = >  
  |   |A a a a′′ ′′ ′′> = >  

)8-1-5 (  M  
نـه يـك عملگـر    ... ، ′′a′ ،aگردد، البته مقـادير       اطلاق مي  (Eigenket)به اين قبيل كتها، ويژه كت       

}مجموعة مقادير عـددي     . باشند  يري عددي مي  بلكه تنها مقاد   , ,...   }a a′    را مجموعـة ويـژه مقـادير        ′′
(Set of Eigenvalues) عملگر Aتر   ناميده و گاهي نيز آنرا با نماد خلاصه{ }a′دهند  نمايش مي.  

  .نامند  مي(Eigenstate)حالت فيزيكي متناظر با يك ويژه كت را يك ويژه حالت 
 N بعدي درگير هستيم كه توسط       N) مختلط(ما با يك فضاي برداري      ) بطور خيلي رسمي  (الاصول    علي

|} كه معمولاً آنرا بصورت مجموعة       Aپذير    ويژه كت مشاهده   }a′ دهيم، پوشش داده شده       نمايش مي  <
α|و در آن يك كت دلخواه و كلي بمانند    توان از طريق اين ويژه كتها بصورت ذيل بسط داد،   را مي<

  
)8-1-6 (  |   |a

a
C aα ′

′

′> = >∑  

aCكه در آن    .باشند  ها يعني ضرائب بسط، در حالت كلي مختلط مي′
|را بـا نمـاد   ) سازگار  ، همcompatible(پذير جابجا شونده  ويژه حالتهاي هم زمان دو مشاهده   ,a b > 

 همــواره مقــدار عــددي ويــژه مقــادير و البتــه تعــداد (b,a)هــا  دهــيم كــه ايــن برچــسب نمــايش مــي
 (abstract)در آينـده ارتبـاط بـين بـردار انتزاعـي            . گذارنـد   پذيرهاي دستگاه را به نمايش مي       مشاهده
|ψ ) و تابع موج < )xψرا نيز بدست خواهيم آورد .  

  
 Bra Space and Inner Prodcut  فضاي برا و ضرب داخلي   

حال قصد داريـم بـه      . باشد  ايم، فضاي كت مي     فضاي برداري مختلطي كه تاكنون به مطالعة آن پرداخته        
، نيمـه   (dual toكه همزاد بپردازيم، فضائي برداري و مختلط  (Bra space)معرفي ايدة فضاي برِا 

  .باشد فضاي كت مي) ديگر، نمود ديگر
α|گذاريم كه متناظر با هر كـت بماننـد            به عنوان يك اصل موضوع، فرض را بر اين مي          ، يـك بـرا     <

فضاي بـرا   . دهيم  ا نمايش مي   در نمود ديگر فضاي كت، يعني فضاي برا آنر         >α|وجود دارد كه با نماد      
}يعني   (Eigenbras)به توسط مجموعة ويژه براها       }|  ,  |  ,  ... a a′ ′′< شـود     پوشـش داده مـي     >

}كه متناظر با مجموعة ويژه كتها        }|  , |  ,  ... a a′ ′′> درواقع يك تناظر يـك بـه يـك         . باشند   مي <
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  بين فضاي كت و فضاي برا وجود دارد به نحويكه
  |   |α α> ↔ <  

  |  ,  |  ,...  |  ,  |  ,...a a a a′ ′′ ′ ′′> > ↔ < <  
)8-1-7 (  | |   | |α β α β> + > ↔ < + <   

  .اي از فضاي كت در نظر گرفت توان فضاي برا را نوعي تصوير آئينه به بياني نه چندان دقيق، مي
c|به عنوان يك اصل موضوع، همزاد        α * را بصورت    < |c α<   نـه   (گيريم     در نظر مي|c α< (  كـه

   به نحويكه در حالت كلي شاهد آن هستيم كه ،اي مهم بوده و بايد به آن توجه ويژه گردد نكته
)8-1-8 (  |   |   |   |c c c cα β α βα β α β∗ ∗> + > ↔ < + <  

طور كـه بيـاد داريـد ويـژه         همـان . اي يك برا و يك كت بپردازيم        حال قصد داريم به معرفي ضرب نقطه      
  نهايت، به ازاء مقادير مختلف متعامد بودند، يعني اينكه هاي بي حالتهاي ذره در چاه پتانسيل با ديواره

)8-1-9 (  * ( ) ( )m n mnu x u x dx δ=∫  
  توان اين رابطه را برحسب براها و كتها نمايش داد؟ چگونه مي

تعريف ) بخوانيد برا ـ كت  (< m|n> خلاصه شدة اي يك برا در يك كت را با نماد حاصل ضرب نقطه
ψ| در يـك كـت بماننـد    >φ|اي يك بـرا بماننـد    بطور كلي، حاصل ضرب نقطه . خواهيم نمود  ، از <

   ازايم و آن عبارتست اي تعريف نموده تر براي ضرب نرده اي است كه پيش لحاظ عددي همان رابطه
)8-1-10 (   *

 
|   ( ) ( ) x x dxφ ψ φ ψ

+∞

−∞
< > = ∫  

  همچنين بايد توجه داشته باشيم كه
)8-1-11 (  ( )  ** *

  
( ) ( ) ( ) ( ) x x dx x x dxφ ψ ψ φ

+∞ +∞

−∞ −∞
=∫ ∫  

  يا اينكه
)8-1-12 (  *|   |φ ψ ψ φ< > = < >  

  توان استفاده نمود و نشان داد كه از اين رابطه مي
)8-1-13 (  |φ φ< >  

  قيقي است چرا كههمواره يك عدد ح
)8-1-14 (  *|   |φ φ φ φ< > = < >  

  پذيريم كه همچنين به عنوان يك اصل موضوع مي
)8-1-15 (   ( |   0)α α< > |  و  ≤   0φ φ< > ≥  

 اطـلاق  (postulate of positive definite metric) اصل موضوع متريك مثبـت به اين مطلب 
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|ته توجه داشته باشيد كه حالت تساوي الب(گردد  مي  0φ φ< >  (null ket) مربوط به كت صـفر  =
از همين روي اصل موضوع متريـك  . باشد كه حالتي بديهي بوده و فاقد هرگونه ارزش فيزيكي است    مي

)مثبت و نه متريك غيرمنفي    نيم كهدا همچنين مي). شود  ناميده مي≤(0
)8-1-16 (  1 2 1 2|   |φ αψ βψ α φ ψ β φ ψ< + > = < | > + < >  

  و 
)8-1-17 (  * * *

1 2 1 2| | |φ αψ βψ α ψ φ β ψ φ< + > = < > + < >  
α|و اما براي بهنجار نمودن يك كت بمانند     كافي است بنويسيم كه<

)8-1-18 (  |   0)α > |1   و ) اگر≠   |
|

α α
α α

> = >
< >

%  

|كنيد  كه مشاهده ميزيرا همانطور    1α α< > =%   .باشد  مي%
α|به مقدار  α< α|) كلي و دلخواه( كت (norm) نرُم يا اندازة <   .شود  گفته مي<

اك، بـه زبـان ديـر     . دهد  در حالت كلي هرگاه عملگري بر حالتي عمل نمايد، حالت ديگري را بدست مي             
تـوان دو شـكل ذيـل را          دهد كه مـي     هرگاه عملگري بر يك كت عمل نمايد، كت ديگري را بدست مي           

  براي عمل آن در نظر گرفت، 
)8-1-19 (  |   |  A Aψ ψ> = >  

نمايـد و سـمت راسـت آن          دهد كه بر يك كـت عمـل مـي           سمت چپ اين رابطه عملگري را نشان مي       
  توان نوشت يهمچنين م. نمايشگر كت حاصل است

)8-1-20 (  |   | |A Aφ ψ φ ψ< > = < >  
  شويم كه  متوجه مي) 10-1-8(با توجه به رابطة 

)8-1-21 (   *

 
| |   |   ( ) ( )A A x A x dxφ ψ φ ψ φ ψ

+∞

−∞
< > = < > = ∫  

 نمايش داده و آنرا چنـان تعريـف        A† را با    Aعملگر  ) الحاقي(همانطور كه به ياد داريد، مزدوج هرميتي        
   كهكرديم مي

)8-1-22 (  ( ) ( )* * * †( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x A x dx A x x dx x A x dxψ φ φ ψ φ ψ= =∫ ∫ ∫  
  كه به زبان نمادهاي ديراك عبارت خواهد بود از

)8-1-23 (  †|   | |A Aφ ψ φ ψ< > = < >  
  توان استدلال نمود كه به همين نحو مي

)8-1-24 (  † * *| |  |  |   | |A A A Aφ ψ φ ψ ψ φ ψ φ< > = < > = < > = < >  
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تر اشاره شد، هـر       طور كه پيش    نهما. حال قصد داريم كه قضية بسط را در فضاي برداري بررسي نمائيم           
قـصد  . توان برحسب مجموعة كامل ويژه توابع عملگرهاي هرميتـي بـسط داد             تابع موج دلخواهي را مي    

ψ|داريم كت دلخواه     |بماننـد    مجموعة كامل ويژه حالتهاي متعامـدي      را برحـسب     < n هـا بـسط      <
  دهيم،

)8-1-25 (  |   |n
n

C nψ > = >∑  

  از شرط متعامد بودن ويژه حالتها يعني
)8-1-26 (  |   mnm n δ< > =  

  گيريم كه نتيجه مي
  |   |n

n
m C m nψ< > = < >∑  

  n mn m
n

C Cδ= =∑  

)8-1-27 (   |mC m ψ∴⇒ = < >  
  يا اينكه

)8-1-28 (   |nC n ψ= < >  
  قرار دهيم، خواهيم داشت) 25-1-8(حال اگر رابطه بدست آمده را در 

  |  |  |  
n

n nψ ψ> = < > >∑  
)8-1-29 (  | |

n

n n ψ= >< >∑  

  :در اين مرحله، اشاره به چند نكتة مهم ضروري است
α|اي    بايد توجه داشته باشيم كه حاصل ضرب نقطه        β<  عملگر، بلكه تنها يك عدد بوده و         نه يك  <

|ضـرب پديـدار شـدة         اما حاصـل  . تواند جابجا گردد    از همين روي به راحتي مي      |α β><)     و در اينجـا
| |n n>< ( كه به آن ضرب خارجي(outer product)توانـد   شود، يك عملگر بوده و مـي   گفته مي

  .عمل نمايداز چپ و يا راست 
)تواند از چپ بر روي يك كت           مي Aدر حالتهاي قبلي شاهد بوديم كه يك عملگر بمانند           | )A ψ  و  <

)يا از راست بر روي يك برا         | )Aφ<                 عمل نمايد، اما بايد اين نكته را نيز در نظر داشـت كـه صـحت 
ــودن آرا    ــاز ب ــه مج ــوط ب ــب من ــن مطال ــي  اي ــه م ــكل گرفت ــش ش ــد ي ــاي  . باش ــال حالته ــور مث بط

|   ,  |A Aφ ψ< اينها در حقيقت نه يك كت، نه يـك         . باشند  هائي از حالتهاي غيرمجاز مي       نمونه <
|اگر كتهاي . باشند  برا، و نه حتي يك عملگر مي        ,  |φ ψ> يا براسـاس  ( متعلق به يك فضاي كت <
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|ψ<   و |φ<     باشند آنگاه حالتهائي بمانند     )  متعلق به يك فضاي برا| |φ ψ> | يا   < |ψ φ> و يـا    (<
φ ψ< |< | و | |ψ φ<   .باشند نيز غيرمجاز مي ) >

|)بايد به ازاء هر كتي      ) 29-1-8(ة  از آنجائيكه رابط   )ψ ، بسط داده شـده برحـسب مجموعـة كامـل           <
  توان نتيجه گرفت كه  ويژه حالتهاي عملگر هرميتي، برقرار باشد از همين روي مي

  |   | |   | | |
n n

n n n nψ ψ ψ⎛ ⎞> = >< > = >< >⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  
)8-1-30 (   | |  

n
n n I∴⇒ >< =∑  

 بوده و داراي اين خاصيت است كه (identity or unit operator)واحد  عملگر يكّه يا Iكه در آن 
هـيچ تغييـري مجـدداً آنـرا ايجـاد            يا به عبارتي بي   (دهد      اگر بر حالتي عمل نمايد، آن حالت را تغيير نمي         

يـا بـسته بـودن     (completeness relation)رابطـة كامـل بـودن    ) 30-1-8(به رابطـة  ). نمايد مي
(closure)شود  مي اطلاق.  

هـا، براهـا و       اين رابطه داراي فوايد بسياري بوده، به نحويكه در يك زنجيرة مجاز از حاصل ضرب كـت                
به طور مثال   . توانيم اين عملگر يكّه را وارد نمائيم        عملگرها، و در هر كجاي آن كه نياز داشته باشيم مي          

ψ|مورد   ψ< ψ| و كـت     >ψ|كردن عملگر يكّه بـين بـرا         را در نظر بگيريد؛ با وارد        <  خـواهيم   <
  داشت

  |   | | | |
n

n nψ ψ ψ ψ⎛ ⎞< > = < >< >⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

   | |
n

n nψ ψ= < >< >∑  
  *| |

n
n nψ ψ= < > < >∑  

)8-1-31 (  2|  |  |
n

n ψ= < >∑  

ψ|اگر    توانند رابطة ذيل را برآورده سازند،   بهنجار باشد، در آن صورت ضرائب بسط مي خود<
)8-1-32 (  2 2| | | | | 1n

n n

C n ψ= < > =∑ ∑  

|تر نيز اشاره شد، تركيب        همانطور كه پيش   |n n><   اجازه دهيد حاصل عمل آن     . باشد   يك عملگر مي
ψ|بر روي كت    را بررسي نمائيم، <

  ( )| | |n n ψ>< >  
   | |n n ψ= >< >  

)8-1-33 (  |nC n= >  
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|كنيد عملگر     همانطور كه مشاهده مي    |n n><      آن بخشي از كت |ψ گزينـد كـه هـم         را بـر مـي     <
|بـا كـت     ) مـوازي (راستا   n | باشـد، از همـين روي عملگـر          < |n n><        بـه عنـوان عملگـر تـصوير   

( projection operator) در امتداد | n    شناخته شده و گاهي نيز با نماد<
)8-1-34 (   | |n n nΛ = ><  

رت رابطة كامل بودن يا همـان بـسته بـودن بـصورت ذيـل بازنويـسي           در اين صو  . شود  نمايش داده مي  
  شود،  مي

)8-1-35 (  | |  n
n n

n n IΛ = >< =∑ ∑  

كمي بـراي شـما غيرقابـل درك        ) نمادهاي انتگرالي پيشين  (اما شايد هنوز اين رابطه از ديدگاه انتگرالي         
اگـر ابتـدا توجـه      .  نيز بيان داشـت    تري  توان آنرا بصورت مفهومي     ه، مي يكّ براي درك بهتر عملگر   . باشد

  خود را به حالتهاي گسسته معطوف نمائيم، خواهيم داشت
)8-1-36 (  ( ) ( )n n

n
x C u xψ =∑  

  يا اينكه
)8-1-37 (  |   |n

n
C nψ > = >∑  

)كه البته منوط به كامل بودن ويژه توابع          )nu x با عمل دادن    . باشد   مي|m<       بـر هـر دو طـرف ايـن 
  رابطه از سمت چپ خواهيم داشت

  
n

|   |nC nψ > = >∑  
  |   |n

n
m C m nψ< > = < >∑  

  n mn
n

C δ=∑  

  mC=  
)8-1-38 (   |   nn Cψ∴⇒ < > =  

   ازكه به زبان انتگرالي عبارت خواهد بود
   |nC n ψ= < >  

)8-1-39 (  * ( ) ( )nu x x dxψ= ∫  
  با جايگذاري اين رابطه در عبارت اصلي تابع موج خواهيم داشتحال 

  ( ) ( )n n
n

x C u xψ =∑  
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)8-1-40 (  ( )* ( ) ( ) ( )n n
n

u x x dx u xψ′ ′ ′= ∑ ∫         

  دهد  مي كه با كمي عمليات رياضي نتيجه
  *( )  ( ) ( )  ( )n n

n
x u x u x x dxψ ψ⎛ ⎞′ ′ ′= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫  

  باشد، يعني اينكه كنيد عبارت داخل پرانتز درواقع يك تابع دلتاي ديراك مي همانطور كه ملاحظه مي
)8-1-41 (  *( )  ( ) ( )  ( ) ( ) ( )n n

n
x u x u x x dx x x x dxψ ψ δ ψ⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′ ′= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ ∫  

  و بنابراين خواهيم داشت
)8-1-42 (  * ( ) ( ) ( )n n

n
u x u x x xδ′ ′= −∑  

است كه البته صحت آن به كامل بودن         (closure)رابطة فوق، همان رابطة كامل بودن يا بسته بودن          
)مجموعة ويژه توابع  )nu xبستگي دارد .  

  اي دو تابع موج استفاده نمود،  توان از اين رابطه در ضرب نقطه بطور مثال مي
  *|   ( ) ( )x x dxφ ψ φ ψ< > = ∫  

  ( )*( ) ( ) ( )x x x x dx dxφ δ ψ′ ′ ′= −∫ ∫  
  *( ) ( ) ( ) x x x x dxdxφ δ ψ′ ′ ′= −∫∫  

  * *( ) ( ) ( ) ( )n n
n

x u x u x x d xdxφ ψ⎛ ⎞′ ′ ′= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫∫  

  * *( ) ( )  ( ) ( )n n
n

x u x dx u x x dxφ ψ′ ′ ′= ∑∫ ∫  
  | |

n
n nφ ψ= < >< >∑  

)8-1-43 (   | | | |
n

n nφ ψ⎛ ⎞= < >< >⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

تـوان   كنيد در سيستم نمادگذاري ديراك، رابطة كامل بودن يا بسته بودن را مي        همانطور كه مشاهده مي   
  به شكل فشردة ذيل بازنويسي نمود 

)8-1-35 (  | |  
n

n n I>< =∑  
  . همان عملگر يكه استIكه البته 

  
  )1-8(تمرين   

باشـند، بـر هـم        نشان دهيد كه ويژه كتهاي هر عملگر هرميتي كه متناظر با ويژه مقادير متفـاوتي مـي                
  .عمودند
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  فرض كنيد
)8-1-44 (  |   |

|  |
A a a a
A b b b

> = >⎧
⎨ > = >⎩

  

با ضـرب اولـين معادلـه در بـرا          .  بايد حقيقي باشند   b و   aر   ، ويژه مقادي   Aكه با توجه به هرميتي بودن       
|b< و دومين معادله در برا |a<خواهيم داشت   
)8-1-45 (  | |   |

| |   |
b A a a b a
a A b b a b

< > = < >⎧
⎨< > = < >⎩

  

  گيريم كه رابطة دوم نتيجه ميمختلط حال با نوشتن مزدوج 
  * * *| |   |  |   |   |a A b a Ab Ab a b b a b b a< > = < > = < > = < > = < >  

)8-1-46 (    |   |Ab a b b a∴ ⇒ < > = < >  
A† ، يعني اينكه Aاز طرف ديگر با توجه به هرميتي بودن  A=دانيم كه   مي  

)8-1-47 (  †|   | |   | |   |Ab a b A a b A a a b a< > = < > = < > = < >  
  كه با تفاضل اين دو رابطه از يكديگر خواهيم داشت

)8-1-48 (  ( ) |   0a b b a− < > =  
aنابراين اگر ب b≠توانيم داشته باشيم  باشد، آنگاه تنها مي  
)8-1-49 (    |   0a b b a≠ ⇒ < >    اگر=

|2باشد كه      اين مي  nCتعبير ضرائب بسط    . گرديم  حال به قضية بسط باز مي      |nC     برابر با احتمال ايـن  
| ، بر روي ويژه كتهاي       Aپذير    گيري مشاهده   مسئله است كه اندازه    n .  را نتيجـه دهـد     n، ويژه مقدار    <

|توجه داشته باشيم كه مجموعة       n  برچـسب   nباشـند و متغيرهـايي كـه بـا             ها لزوماً گسـسته نمـي      <
ψ|بطور مثال اگر مكان حالتي را كه بـا     .  باشند توانند پيوسته نيز    خورند حتي مي    مي  مـشخص شـده   <

   بدست آيد چقدر است؟xگيري نمائيم، احتمال اينكه مقدار  است، اندازه
) Xپذيرهاست، با عملگـر هرميتـي    مكان را كه يكي از مشاهده     )opX X=  ايـن  . دهـيم   نمـايش مـي

معادلـه  . باشند   مي xمجموعة كاملي از ويژه كتها را خواهد داشت كه ويژه مقاديرشان اعداد             پذير    مشاهده
  ويژه مقداري اين عملگر عبارت خواهد بود از

)8-1-50 (  |   |X x x x> = >  
  دانيم، با اينحال با توجه به قضية بسط خواهيم داشت  را نميXهرچند كه شكل دقيق عملگر 

)8-1-51 (   

 
|   ( ) |C x x dxψ

+∞

−∞
> = >∫  

بـا اسـتفاده از متعامـد       . ايـم    ، انتگرال را جايگزين سيگما نموده      xدر اين مرحله با توجه به پيوسته بودن         




